10.6. Ramy przestrzenne i plaskie
obcigZone przestrzennie

Rozwazmy jeanobwod()Wq przestrzenng rame obciazona bedacym w réwnowadze
ukladem sit P, H, @ (rys. 10.47). Rama taka jest na ogét ustrojem szesciokrotnie statycznie
niewyznaczalnym, gdyz sprowadzenie jej do znanego juz z art. 9.2 ustroju statycznie wy-

‘wysitek- przekroju C

Rys. 10.47. Analiza przestrzennej ramy jednoobwodowej

znaczalnego wymaga my$lowego przeciecia jej na przyklad w przekroju C. Ujawnione
przy tym skladowe wysitku w postaci sit wzdluznych X,, momentéw gnacych X, iX,,
-momentow skrecajacych X, i sit tnacych X5 i X nie moga by¢ okreslone z warunkéw
réwnowagi ramy jako caloéci, gdyz sa one parami pizeciwne. Wielkosci te wyznaczamy
z ukladu szeéciu réwnan kanonicznych
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D‘1.|-X| o Xo+ay 3 Xs+a, 4 Xgvoy s Xs+0y 6 Xo+2 0= 0,
Uy X140 X400, 3 Xa+0 4 Xatay s Xs+026X6t+%:0=0,
az, Xy +og X+ 3 X403 4 Xa+03 s Xs+%36 Xe+%30=0,
O X +%g 2 Xo4 a3 Xs+g,aXa+assXs+x6Xe+as0=0,
as X +0s 2 Xo+as s Xa+os s Xat+as s Xs+oseXet+os.0=0,
U1 Xy +og 2 Xo+0oe s XsFoea Xat+esXs+oeoXe+%.0=0,
wyrazajacych, jak zéwsze’, qiqgtoéé przemieszczen w myslowym przekroju C. Aby nastgpnie
wyznaczy¢ wspolezynniki o, ; i wyrazy wolne «; o, rozdzielamy stan réwnowazny na stany
07, LI, ..., 67 (rys. 10.48) i okreslamy w kazdym z nich przebieg wysitku przekrojow.

(a) |

Rys. 10.48. Stany skladowe przy rozwigzaniu ramy przestrzennej

Pamigtajac, ze «, ; jest uogdlnionym przesunigciem dla sity X, spetniajace;j rolg ,,czujnika’”,
a wywolanym przez X; = 1 mamy z wzoru (9.8) :

i i 1 AN T)) n (M T LG
m( ) mgj) m( ) mm mi ) (J) n(l n(.l v, ti t(zj Cy, Ig.l rva) N
oy = + + + + ds, -

EJ, EJ, c " E4 GA T GA

(10.11)

gdzw oznaczema m(” ... sa widoczne z rys. 10.48, a inne sa jak we wzorze (9.8). Pod_qbnie
okreslamy ' ‘

. -uf(M(O) (n M(O) (t) N M(O) (n N ]‘V(m "(n R
“T )\ EJ, EJ, C EA
- . (0) (n (0) i) .
T LTy )ds, | (10.12)
GA GA ‘ o

" jako uogélnione przesunigcie dla sily X, wywolane obciazeniem w stanie .,07. Wszystkie
przy tym uwagi podane w art. 9.4 znajduja i tu zastosowanie. W szczegdlnosci nalezy do
“nich moznu$é pominigeia we wzorach (10.11) i (10.12) trzech ostatnich sktadnikéw repre-
zentujacych wplyw sii wzdluinych‘ i tnacych'" oraz mo#no$é stosowania wzorow (10.11)°
i (10. 1,2) do pretéw stabo zaki‘zywionych. '

. W g ite oczywnsgle momenty gnace i squcajace nie sg tbzsamosmowo rowne zeru. Przypomma sig
‘tcz, ze Z\quane z danym przekro_lem prqta osie y i z sg gtowne centratnc

19 Wytrzymaméé materialow
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~

~ Po rozwiazaniu ukltadu réwnan (a) wypadkowy wysilek przekroju obliczarﬁy super-
ponujac jego sktadowe w stanie ,,0” i z odpowiednimi wielokrotnosciami skladowymi
w stanach ,,I”,...,,,67, tj

6 .2 6
=MP LY MK, M =M+ mPX, ., T,=T+ ) 42X ()
1 1 . 1

Powy2sze ogdlne rozwiazanie upraszcza si¢, gdy badana rama (rys. 10.47) jest syme-
‘tryczna, na przyklad wzgledem plaszczyzny y* z*. Gdy przekrdj Clezy tez w tej plaszczyznie,
wowcezas grupa symetrycznych skladowych wysitku, czyli X, X, i X5, staje si¢ niezalezna
od grupy antysymetrycznej X, X's, X, albowiem odpowiednie wspdiczynniki ukladu (a)
wyrazdjace sprz¢zenie migdzy tymi grupami sa réwne zeru. Dla przykladu zbadajmy wspéi-
czynnik o, . Jest rzecza oczywista, Z¢ w stanie ,,I” (rys. 10.48) wielkosci mi?, m{" i nV
maja przebieg symetryczny, a ¢V, t{”, m{" antysymetryczny, natomiast w stanie ,,6”
sytuacja jest odwrotna. W .czultacie kaidy e¢lementarny skladnik wzoru (10.11), np.
m" m® ds/EJ,, kasuje si¢ z identycznym skiadnikiem dla symetrycznie polozonego

" elementui cata suma (catka) staje sig réwna zeru, czyli ¢, = 0. W wyniku wigc mamy
zamiast ukladu (2) dwa uklady réwnas

a1,1X1+a1'2X2+a1_3X3+otl,d=0, . G4_‘4X4'i'a4’5X5+a4._6X5+a4'0=0,
0,1 Xy+0y 2 Xo+0 3 X340a;0=0, as.4X4+f15.5Xs+°‘s.5X6+0(s.g=0, (c)
Uy, 1 X1 +0a, 2 Xy+03 3 Xa+as,0=0, ag4Xs+assXs+056Xs+06,0=0,

ktére rozwigzujemy miezaleznie. Jesli ponadto obciazenie jest symetryczne, to podobnie
udowadniamy, Ze wyrazy a, o, %s o 1 &6 o 58 TOWne zeru, skad wynika, Ze antysymetryczne
sktadowe X, X5 1 X, sa tez rowne zeru. Podobna wiasciwoéé wykazuje obcigzenie anty-
symetryczne, dla ktérego skladowe X, X, i X, sa zerami. Rozkladajac zatem ogdine
obciaZenie ustroju symetrycznego na cze$é symetryczna i antysymetryczng, jak na rys. 10.10,
mozemy kazda z nich analizowaé oddzielnie.”

Podobne, lecz nieidentyczne, uproszczenie rozwigzania mamy,, gdy przestrzennie
obcigzona rama jest Scisle plaska (rys. 10.49). Zauwazmy bowiem, ze dla grupy niewia-
" domych X 1, X2 i X, istnieja tylko skladowe wysitku dzialajace w plaszczyZnie ramy,

Rys. 10.49. Rozdzial obciazenia i wielkosci statycznie niewyznaczalnych w ramle $cisle plaskiej:
a) uklad przestrzenny, b) uklad ptaski
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a pozostale sg réwne zeru.'!) Odwrotna sytuacja i_stniéje przy dziataniu grupy X, X, i X,
i z (10.12) wynika, Ze sprzgzenie tych grup jest zerowe, a uklad (a) rozpada si¢ na dwa:
- 03,3 Xatas e Xetas s Xstas =0,
a3 Xa+ds e Xatog s Xs+os0=0, G
os,3 Xat+os 4 Xot+as s Xs+as0=0, »

i analogiczny dla grupy niewiadomych X,, X,, X,. Ten drugi uktad, znany juz z art. 10.5,
odpowiada obciaZeniu dzialajacemu w plaszczyZnie ramy, tj. sitom H (rys. 10.49b), na-
tomiast pierwszej grupie odpowiada obcigZenie prostopadle do plaszczyzny ramy (rys.
10.49a). Innymi stowy rozwigzanie ogdlne ramy $ci§le plaskiej jest zawsze superpozycja
dwdéch rozwigzan prostszych: przestrzennego i plaskiego.

Gdy przestrzennie obcigZona rama §ci§le plaska ma o$ symetrii (EF na rys. 10.50),
a myslowe przecigcie F lezy na tej osi, wowczas ukiad (d) rozpada sie z kolei na dwa.

Rys. 10.50. Rozdziat obcigzenia i wielkoéci statycznie niewyznaczalnych w symetrycznej ;amie cisle
plaskiej

W pierwszym z nich dla obciazenié syrhetrycznego istnieje tylko jedna niewiadoma X,
okre§lona zaleZnoscia

N . . ‘ a3,3X3+d3.0=0, . (e)

podczas gdy w drugim dla obcigZenia antysymetrycznego w przekroju F wystgpuja po-
zostale niewiadome X, i X5s. W tym drugim przypadku trzecia niewiadoma, poza X, i X,
jest reakcja R’ jednej z czterech podpdr ramy, gdyz dysponujemy tu tylko jednym rowna-.
niem réwnowagi (momentéw wzgledem osi symetrii EF), a pozostale warunki sg spelnione
tozsamosciowo. Przy' obciqieniu symetrycznym kwestii tej nie ma, gdyz do okreslenia
reakcji R, = Ry i R¢ = RD mamy dwa rownania rownowagl momentdw wzgledem
osi AB i CD.

Zadania

1, Traktch §cisle plaski polpierscien (rys. 10.51) jako prgt stabo zakrzywmny okresli¢ w nim
przebieg wysitku przekro_lu

() Wedlug rys. 10.48: m, %0, n #0, 1, #0, m, =0, m, =0, 1, = 0.

1g*
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Rozwiazanie. Jesli polpierscient przeciaé w B, to z powodu symetrii i ustroju, i obciagzenia wystg-
puje tam tylko nie znany moment gnacy X, okreslony z rOéwnania
oy  Xi+oy,0=0. .

uktad rdwnowainy stan,0” stan,1"

Rys. 10.51. Scisle plaski polpiersciei przestrzennie obcizzony

Przez analogie do rys. 9.17 sktadowe wysitku stanu ,,0” s3

T =qrf, M"°’ = —gr¥(l—cos ), Ms“” = gr¥{f—sin f)

i podobnie w stanie W1 m;” =cos 8, m'"’ = —sin B, skad
n/2 2 nf2 . »
&y g =2 cos? frdp 2 (—sinf)y*rdf _ mr (1 +L,
1 f EJ, + f C 2 \EJ, ' C
L] [+ .

EJ, c

1 1
= —gr3if2—- T -
~(3) (2 <)

i w rezultacie X, = gr{(4/nx) -1}, a wypadkowe wartosci

M, = M+ mV X, — gri[(4cos fim)—1], M, = —qr’[(4sin Bfm)—B].

dio= —2 }/2 gri(l —cos B cos frdf _2 j!z gr*(B—sin ) sin frdf _
o

0

Ekstremalne wartosci M, i M, wystepuja w przekroju 4 lub C, gdzie
|M,| = qr?, | My} = gr*[—(4/m)+(r/2)] = 0,2984r2.

2. Powtérzyé zadanie 1, gdy zamiast obciazenia ¢ na pétpierscien dziala sita pionowa P przylozona
w punkcie B.

Odp. X, = Prir, |[My|eur = Pri2, |Myjexae = (Pr/2) [L—(2/m)]. ,

3. Rozwigzaé symetryczna rame (rys. 10.52), jesli a = b == l/4, ¢ = /3, C = EJ,/3, EJ, = EJ,/4,
C’ = 1,5EJ,, El,) = C"* = 0,5EJ,. )

Rozwiazanie. Z powodu antysymetrii obcigienia w myélowym przecigciu A wystepuja tylko dwie
niewiadome, tj. sity tnace X, i momenty X, ktére wyznaczamy z rownan '

1 Xitoy 2 Xatago0=0, 01X 1+62:Xs+x20=0.

Rozdzielajqc uktlad r6Wnowainy na stany skladowe ,,0”, ,,I" i ,,2”, jak podaje rysunek, obliczamy
z (10.11) i {10.12) wielkosci :

3 c\3/fJ J, cl? c C” ] c c’
YA [ ([ ) (J; G )] + c ( + T C ) *z,2 I, ol ( C')

y

o ic _ PRQI+3a)  P(at+b+Del
&y, 2 +— G1,0= — - > ,
2E],  C 6EJ, c
_ Pl(l+2a) P{+a+b)c
o0 = — — - .

2EJ, c”
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Rys. 10.52. Scisle plaska ranra przestrzennie obcigzona

W obliczeniach tych uwzgl¢dniamy tylko poléwke ABDE ramy, gdyz dla drugiej poléwki wartosci

" iloczynéw M,(,°) mﬁ,”, ... sa te same. Wstawiajac
. - 5
X1, ———1-’—%);,[— ’ ~ 2,2 =
3
oo = 1,459 P! ’
E‘IV
a z rozwigzania réwnan kanonicznych
' X, = 0,755P,

Superponujgc teraz wykresy skladoavych wysitku
i ,2” mamy wynik ostateczny (rys. 10.53).

warto$ci szczegblne @ = b = I/4, ¢ = I/3, ..., mamy

2,555 _ 11672
» &y,2 = ey .
“EJ, -~ EJ,
e — . LT50 PP
2,0 EJ, s
X, = 0,340P/

stanu ,,0” i odpowiednio powickszone wykresy ,,1”

. Rys. 10.53. Wynik rozwiazania dla ramy z rys. 10.52
* Dane: a =b =025, ¢ =13, C = EJ,j3, EJ, = EL,}4, C' = \,S EJ,, EJ;' = C"" = 0,5 EJ,.
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Rys. 10.54. Rozwigzanie ramy éciéle plaskiej

4. Rozwigzaé §cile plaska rame (rys 10.54), gdy C = 0,7EJ,, a = 0,8b.
Rozwiazanie. Zadanie jest trzykrotnie statycznie niewyznaczalne jak na rys. 10.49, Oznaczaja,c
niewiadome jak na rysunku otrzymujemy 2 obrazéw wysitku w poszczegbinych stanach

b3 a® \ b a?
%y = 14 . - — , = —_,
L 3EJ, ( b® } *1.2 2EJ, *1.3 2EJ,
b a b
= +—, &23=0, =- + —,
%2.2 EJ, C %3 *3.3 EJ, C
Pad Pg?
s 4 = e , —_— o s = — . .
o Tho 3EJ, *2.0 3.0 2EJ,

a po wstawieniu @ = 0,86 i C = 0,7E/, mamy uklad réwnat
0,504 X; 5—0,500 X,+0,320 X5 —0,1707 Pb = 0,
—0,500X, 5+2,143 X,+0+ X340+ Pb=0,
0,320X, b+0- X,+2,228X;—0,3200P5 =0,

z ktérego rozwigzania .
X, =0365P, 2 =0,085Pb, X, =0,091Ph.

Wypadkowe wykresy M, i M, podaje rys. 10.55, przy ¢zym znak minus przy momencie M odpowiada
umowie z rys. 3.5. ° "

5. Jak zmieni si¢ wynik zadania 4, gdy dwukrotnie zwiekszymy: a) tylko wymiary a i b; b) wszys-
tkie wymiary? ,

Odp. a) i'b) rzedne wykreséw momentdéw wzrosna dwukrotnie.

6. Jak zmieni si¢ tok rozwiazania zadania 4, gdy rama pozostajac plaska przwtaje byé $cile piaska?

Odp ‘Zadanie staje sig szeécmkrotme statyczme mewyznaczalne

Rys. 10.55. Wynik rozwiazania ramy z rys. 10.54, gdy a = 0,85, C = 0,7 EJ,
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) 10.7. Wyznaczanie przemieszczen w ustrojach \
. statycznie niewyznaczalnych

Jak pamigtamy z art. 10.1 i 10.2, wprowadzenie ustroju réwnowaznego zamienia ba-
dany ustrdj na statycznie wyznaczalny, z tym Ze niektére obciaZzenia X maja ni¢ znane
na razie wartosci. Po rozwigzaniu réwnan kanonicznych obciaZenia X staja si¢ znane
1 ustréj niczym si¢ juz nie réZzni od opisanych w poprzednich rozdziatach konstrukcji
statycznie wyznaczalnych. Wynika stad, e przemieszczenia w takich ustrojach mozna
okresli¢ znanymi juz metodami. Jedna z nich jest metoda superpozycji zastosowana przy-
ktadowo do wyznaczenia linii ugiecia w(x) belki (rys. 10.56). Po wprowadzeniu momentu

‘ - _ ‘ r X — ap
p . ' A Y C 8
X . My =Xy g , % . . ‘W

A y Ve .8
= X

w(x) | 7.2 2 | TANMX | Wy (%)
- " L . ANATA y NX
- @ ——t-b- ustrdj réwnowainy : %V £
E— : _ 772 — &

7
L ]

Rys. 10.56. Okreslenie przemieszczeh ustroju metoda superpozycji

M, = X, i obliezeniu jego wartosci (patrz rys. 10.13 i 10.14) okreslamy metodaini opi-
sanymi w art. 5.8 lini¢ ugiecia wo(x) odpowiadajaca znanemu od poczatku obciaZeniu
(sita_P) i linig wx(x) odpow1ada_]ch obcigzeniu X; wyznaczonemu Z réwnania kanomcz-
nego. Szukane ugigcie Jest wtedy

w(x) = wo(x) +wx(x). . . @
Dla przykladu® ugi¢cie 'w $rodku belki (x = //2)

¢ W)y = —Po(3-4b%) [ PO(E-6Y] I \ - Pb3E -5b%
=iz 438EJ, 2 (1615.5) B 96EJ,

i gdy b = I/2, woéwczas wy_,, = —TPP/T68EJ,, a wigc przeszlo dwa razy mniej niz
dla belki podpartej na podporach i obciazonej sita poérodku, dla ktoreJ Weoijz = Wo =
= — PI3/48EJ,.

W wigkszosci przypadkéw. zwlaszeza ustrojow bardziej zlozonych wyznaczenie prze-
mieszczer ogranicza si¢ do ich okreslenia tylko w pewnych charakterystycznych punktach
ustroju i wtedy stosujemy metode Maxwella~Mohra opisang w art. 9.3. Dla przykladu
wezmy rame (rys. 10.36), w ktdrej checemy okresli¢ poziome przesunigcie punktu B. Rame
t¢ zamieniono na ustréj statycznie wyznaczalny przez mys$lawe rozcigcie w przekroju C
i wprowadzenie wielkosci X, X,, X 3 jako nie znanej czgéci obciaZenia (rys. 10.57). Po-
ziome przesuniecie punktiu B tego ustroju statycznie wyznaczalnego obliczamy przykia-
dajac w punkcie B pozioma sil¢ jednostkowa spelniajaca rolg ,,czujnika”. Odpowiadajacy

(1) Zadania 2 i 4 art. 5.8 oraz wzér {10.6).
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NI

X1- 0,528P
X3=0,210Pr
x,' X3=0,023P

R
&

’ —y

Sk

-

Rys. 10.57. Okreslenie przemieszczen z zasady prac przygotowanych

jej wysilek istnieje tylko na tuku 4B (0. < f < =) i ma ‘skladowe
mg=rsinf Nm/N, n=sinf N/N, t=cosf N/N,

a szukane przesunigcie vy jest wedlug wzoru (9.2)

_f Mmrdﬁ f" N:;ldﬂ v+wﬁ_:v_*g7dﬁ_’ )

0

gdzie M,, N, T sktadowe wysitku odpowiadaja lacznemu dziafaniu sity P i obciazenia X e
X,, X3. Fakt, e ostatnie obcigZenia wyznaczono z réwnan kanonicznych, tj. warunkéw
ciaglosci przemieszczen w przekroju C, ma o tyle znaczenie, ze wplywa w okreslony sposSb
‘na przebieg M,, N i T (rys. 10.37). '

Wstawiajac do wzoru (b) warto§€é M, z zadania 5 art. 10.5 i pomijajac wplyw sit Ni T

mamy ostatecznle
L]

(- 0318+0472smﬁ+0023cosﬁ)Pr rsmﬁrdﬂ 0106 r
”"f EJ, EJ,

Podobnie abliczamy pionowe przesuniecie wp punktu B przykiadajac w nim jako ,,czujfik”
pionowa site jednostkowa, dla ktérej moment m, = —r(1—cos f). Wynik

[ MJ[—r(1—cosp)]rdp 3 Pr?
Wg = ~E7, = 0,089 ET

>0

~wskazuje, Ze przesunigcie to zachodzi do dolu.

Zadania

1. Wyznac2yé ugiecie we punktu C belki (rys. 10.16), gdy a = b = 1/2 Ile razy jest ono mniejsze
od ugiecia podobnej belki nie utwierdzonej ma koncach (rys. 5. 52)7 ) _

Odp. Obliczone z superpozycji we = PI3/192EJ, jest czterokrotnie mniejsze niz wartoéé fz wzoru
(5.30).

2. Wyznaczyé uglgme w przesta I, belki cnqglej (rys. 10. 24) w_miejscu dzialania sity P, jesli EJ, =
= 1,74-10° N m.
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10.7. Wyznaczanie przemieszczefi w ustrojach statycznie niewyznaczalnych

Odp. w = (Pa*b*/3IEJ,) + [X, b (> —b6IEL)+[X, a (I*—a®)/6lE],]. Wstawiajac P = 2kN,
a=0175m, b=0325m, I=05m, X; = -179Nm, X, = —34 N m otrzymujemy w = 0,61X%

x10~* m = 6,1 pm. .
3. Obliczy¢ pionowe przesunigcie punktu F ramy (rys. 10.38) biorac dane jak w zadaniu 7 art. 10.5.

Odp. f = 5qi*/768EJ,, stuszne, gdy h = [j2, J, = 0,5J,".

b)

Rys. 10.58. Okre$lenie przemieszczerh w pierscieniu z rys. 10.41

4. Wyznaczy¢ zmiang ditugosci $rednic AC i BD pierdcienia (rys. 10.41). Zbada¢ przypadek, gdy

Bo = 0. :
Rozwiazanie. Potraktujmy piersciefi jako rozcigty myslowo w przekroju D (rys. 10.58). Zgod-

:nie z wynikami zadania 9 art. 10.5 ujawniony zostaje przy tym wysilek pod postacia momentu

Mp =X, = (Pr/2r) [2 cos f,—(r—280) sin Bo]
a wypadkowy moment gnacy w przekroju E tuku AB jest
Mg = —X1 == const , gdy ﬁ (0, ﬁo); M, = 12 Pr (Sin ﬁ"‘Sin }90) _Xl ’ gdy ﬁ [ﬁﬁ ’ (11:/2)] ’

przy czym M, > 0 oznacza §ciskanie wldkien zewngtrznych.
Aby obliczyé zmiane poziomej §rednicy AC, wprowadzamy w tak rozcietym statycznie wyznaczal-

nym piericieniu ,,czujnik” pod postacia dwoch jednostkowych sit (rys. 10.58b). Odpowiadajacy  ich
dzialaniu moment istnieje tylko w czesci ABC i w przekroju E jest
m, =rcosf Nm/N, gdy —mn2<p<mn2.

Zgodnie z wzorem (9.2) poszukiwana zmiana fyc $rednicy AC

ﬂn 1:/'2

.2 _ L2 Pr . o o _

Jae =57, [ XD Ceos prag— ﬁf [ L sin f—sin fo) Xl](rcosﬁ)rdﬁ,
0 o

przy czym wykorzystano symetri¢ wykresow M, i m, wzgledem osi BD. Po wykonaniu catkowania,
podstawieniu znanej juz wartosci X, oraz uporzadkowaniu otrzymamy

3
fac = zf: - - (v—4 cos p)—sin Bo(4fo— sin o)l .

Latwo sprawdzié, ze fu¢c < 0, czyli Ze $rednica AC ulega zmniejszeniu, co zgadza si¢ z intuicja.
Podobnie obliczamy zmianeg fp» $rednicy pionowej wprowadzajac jako ,,czujnik” dwie jednostkowe
sity (rys. 10.58¢c), przy ktorych dziataniu wystgpuje tylko na luku DAB moment

m,=rsinp Nm/N, gdy 0<p<m.
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Wykorzystujac symetrie wykreséw M, i m, wzgledem osi AC otrzymamy teraz
B . :

S

nlz
EJ J‘ [_I;_r (sin ﬁ\—sin ﬁo)—Xl] rsinfrdg,

Bo
A \- .
a po wykonaniu catkowania i podstawieniu X,

fon = 2 (7 —8cos fo)+4 sin olm—260) 7 (2ﬁo+sin 260)].

4nEJ,

W szczegblnym przypadku, gdy Bo = 0, czyli gdy piersciert obciazajgq dwie sily P praylozonc w punktach
-BiD, .
—4 P ' n2—8 Pr? Pr3

~ —0, 1378~ = - 0,149 .
2= EJ, EJ, S == El, ~ EJ,

5. Obliczyé pxonowe przesunigcie punktu B pétpierScienia (rys. 10.51).
Odp. Przykladaagc w punkcie B czedci BC pionows, skierowang do dotu site 1 N, dla ktérej

3

my=—rsinf Nm/N, m, = r(l —cos f) Nm/N,

Jac =

obliczamy wedlug wzoru (9._9)

T wl2 w2 i | : -
£ EJ f (4cos “l)(-—rsinﬁ)rdﬁ+% f’qrz (ﬁ—_‘%ﬁ) r(l—cosﬂ)ydﬁ,

gdzie M, = gr3{(4cos B/m)— 1], M, = qr’[ﬂ —(4 sin /)] sa wypadkowyrm momentami z zadania
1 art. 10.6. Po scalkowaniu
f _ (w—2)qr* 4 (m2+8 - wi+4) grt
g w~ EJ, 8 2r ) c’

[

6. Udowodni¢, ze w kazdej jednoobwodowej bezprzegubowej ramie fciéle plaskiej o stalej sztyw-
nodci i plasko obciazonej (rys. 10.59) wypadkowy moment M, spelnia warunek f M, ds = 0.

1Nm

INMAE /E-

INm 8

_ - 1Nm
wykres my -

HIND

1Nm

Rys. 10.59. Oznaczenia do ‘zadania 6

Rozwigzanie. Przetniimy myslowo rame w dowolnym punkcie E i obliczmy wzgledny obrét
przekrojéw E’ i E”. W tym celu, zgodnie z art. 9.4, obcigzamy rame w tych przekrojach dwoma jed-
nostkowymi momentami, dla ktérych m, =1 = const. Poszukiwany kat obrotu jest wedtug (9.2)

M,m,ds._ 1 1
8= Memeds-_ § M, 1005 = § M=o
A -
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gdyz w rzeczyWistym ustroju obydwa przekroje E’ i E”’ zawsze do siebie pasujg. Wynika stad, Ze
f M, ds =0, c.b.d.d.

Wynik powyzszy wykorzystujemy czesto do wstepnej kontroli prawxdlowoécl rozwigzania takich
ustrojéw.

10.8. Napr¢zenia montazowe i cieplne
i

W ustrojach statycznie niewyznaczalnych niezaleznie od naprezen wywolanych obcia-
Zeniem moga istnie¢ tzw. naprezenia montazowe jako skutek bledéw wykonania elementéw
ustroju. WeZmy dla przykladu kratownice (rys. 10.1). nieobcigzona (P = 0) i wykonang
scisle wedtug wymiaréw. W takich warunkach przy mySlowym przeci¢ciu w miejscu m-m
preta AD szczelina o, o = 0, nie ma bowiem 2adnej przyczyny do jej powstania. Kon-
sekwencja tego jest, ze we wszystkich pretach wypadkowe sily Ny = 0. Jedli jednak przy
mys§lowym rozcieciu usuniemy dodatkowo w miejscu m-m odcinek prgta o dilugosei b, to
w miejscu tym powstanie szpara. Dla jej usuniecia potrzeba uzy¢ sit X, okreflonych
z réwnania (10.1), w ktérym a, o = b, czyli

) , . X1 == —b/cxl.l, . (a)
a po podstawieniu a, , z wzoru (e) art. 10.1

, S E, A, (b/l)
. 17 T 1 F(E,A22E, A, cos*B) ’

(b)

przy czym X, < O oznacza, Ze pret AD jest rozciagany. W pretach AB i AC powstaja
§ciskajace sily N, = X,/2 cos B.

Latwo zauwazy¢, Ze opisana mySiowa operac_]a preeciecia preta 4D, usunigcia od- -
cinka b i powtémnego zlaczenia jest réwnoznaczna ze zmontowaniem prZy uZyciu $cig-
gacza™ ,na sile” ustroju (rys. 10.60), w ktérym diugos¢ preta AD jest o b mnicjsza od

® x poprzeczka | E A g
$ruba >

=¥ L E2A
A’_ ik . A 2A2 /
s by
i B .
b .
> ; 7

b -

. BY.

" Rys. 10.60. Montai niedokladnie wykonanego ustroju

(4} Z poczatku miedzy uchem A4’ zespotu pretéw A’Bi A’C a uchem A’’ preta A’ D istnieje szpara b.
Dokrecajac Sruby $ciagacza, ktérego jedna poprzeczke zaciénigto na precie 4”°D, a drugg oparto na
uchu 4’, doprowadzamy do pokrycia si¢ otworéw A’1A”, po czym przez te ucha przetykamy sworzes,
a §ciagacz usuwamy.
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nominalnej. Gdyby diugos¢ ta byla wigksza od nominalnej, we wzorze (b) nalezaloby
podstawi¢ b < 0 i wtedy X, > 0, co odpowiada sciskaniu prgta AD, a rozcigganiu po-
zostatych (rys. 10.1d).

Ten sam efekt co i niedokladno$¢ wykonania powoduje nieréwnomierne ogrzanie
ustroju. Jesli miasiowicie w idealnie wykonanej i zmontowanej w temperaturze f, konstrukeji
ozigbi¢ pret AD o At, to-w myslowym rozcigciu m-m powstanie szczelina b = A, Arl,
a warto$éé sily X, jest wtedy

E, A, A At
T 14(E, A,2E, A, cos* )’

X, = ©

_gdzie A} — wspolczynnik rozszerzalnosci cieplnei pr¢ta AD. Powstajace przy tym napre-
zenia w pretach ustroju ¢ = — X, /4, i 6" = X,/24, cos B nazywamy cieplnymi lub
termicznymi. ’

Jak widaé, zagadnienie napr¢zen montazowych i cieplnych sprowadza si¢ do rozwia-
zania réwnania kanonicznego, w ktérym wyraz a, , przedstawia skutek odchylek wymia-
row spowodowanych wykonaniem badZ zmiang temperatury. :

Powyzsza reguta obowiazuje i w bardziej ztozonych ustrojach. WeZmy dla pizykladu
nieobcigzong rame (rys. 10.30), ktéra przez myslowe rozcigcie g-a’ stala sig statycznie
wyznaczalna z nie znanymi na razie wartosciami X,, X,, X5. Jes§li z powodu biednego
~ wykonania lub zmian temperatury przekrojeaia’ ‘tej statycznie wyznaczalnej ramy rozejda
si¢ o pokazane na rysunku wielkosci a, o, o, o, %3, o, to Wielkosci X likwidujace to rozejscie

' wyznaczamy Zz réwnan kanonicznych (a) i (b) art. 10.5. Odpowiadajace im skladowe
wysitku M,, N i T obliczamy nadal z réwnaii (c), art. 10.5, w ktdrych oczywiécie cztony
MO, N9 i T s3 réwne zeru.

Samo okre§lenie niecigglosci (,,szczelin™) «, , dokonujemy na ogdt bez rachunkéw
z prostych rozwazafh geometrycznych. W bardziej zloZzonych przypadkach plaskiego
ustroju stosujemy metod¢ Maxwella-Mohra (art. 9.3). Deformacje d#, du, dw elementu
(rys. 9.20) s3 tu wymuszone blednym wykonaniem badZ zmiang temperatury. Rolg ,,czuj-
nika” mierzacego wiclko$¢ a; o spé}nia teraz sita X; = 1 wywolujaca wysilek o skiado-

wych m = m{’, n = n'”, t = ¢V, wobec czego z wzoru (9.1) mamy .

a0 = f mg’dd+ [nVdu+t [ dw, (10.13)
gdzie catkowanie obejmuje wszystkie elementy ustroju.

Podobnie obliczamy wielkosci «;, , w zlozonych ustrojach przestrzennych stosujac
wzér (94) i otrzymujgc w wyniku

tpo = f (my? dd+m" dy +m.” dgp+n'” du+£° dw+1,° dv), (10.14)
gdzie dd, ..., dv — zadane deformacje elementu (rys. 9.31) spowodowan.e bigdnym wy-
konaniem lub zmiana temperatury, a m.”, ..., t\" skladowe wysilku stanu ,,i” ustroju,
gdy X, = 1.

Z calego toku rozumowania widaé, Ze wyrazy a; o odpowiadajace zmianom tempera-;
tury badz odchytkom wykonania sa niezaleine od wyrazéw a; o spowodowanych obcia-
Zeniem. Wynika stad, Ze i naprezenia termiczne i montazowe sq calkowicie niezaleine od
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naprezen wywolanych obcigzeniem ustroju. Jesli wigc na ustrdj majacy naprezenia termiczne
lub montaZowe dzialajg réwniez obcigzenia, to calkowite naprezenia sa algebraiczna suma
tych dwéch sktadnikow. Ich absolutna warto$é moze byé w niektdrych przypadkach mniej-
sza od kazdego ze skladnikéw, co w rezultacie zwigksza bezpieczenstwo ustroju. Na ogé}
jednak catkowite napreZenia sg wieksze niz w przypadku dzialania samych obciaZen,
co obniza bezpieczenstwo. Jedyna rzecza do zrobienia jest wtedy zmniejszenie napreZen
termicznych lub montazowych. Jak wicaé choéby z wzordw (b) i (c), mozna to osiggnaé
przez zwigkszenie doktadnosci wykonania (zmniejszy¢ b) badZ zapewnienie takich warunkow
pracy, w ktorych zmiana A¢ temperatury bylaby mata.

Zadania

1. Bardzo dluga'?’ stalowa prosta szyne kolejowa umocowano na nieodksztalcalnym podiozu
przy f, = 10°C. Jakie beda w niej naprezenia przy ogrza=iu jej w lecie do 7, = 50°C i przy ozigbieniu
w zimie do ¢, = —40°C? E = 2-10° MPa, A, = 12,5-10-¢ 1/°C.

Rozwiagzanie. Gdyby szyna skladala si¢ z oddzielnych elementdw, woéwczas przy zmianie tempe-
ratury A7 = t;—1t, kazdy z nich wydtuiylby si¢ o A ds = 4, Ards, a ‘wzglédne wydluzenie ich byloby
& = A ds/ds = A, Ar. W rzeczywistej przytwierdzonej do podioza szynie istnieja naprezenia normalne o
powodujace, ze &+ &, = &-+(0/E) = 0. Stad otrzymujemy

0= —X0 At E= —12,5-10-¢ (1/°C)-40°C-2-10° MPa = —100 MPa

i podobnie w warunkach zimowych, gdy As, = —50°C, o = 125 MPa.

2. Jak zmienia si¢ wyniki zadania 2 art. 10.1, gdy zespot tulei i waika ogrzaé o At = 50°C. Wspél—
czynnik A, dla duralu A,; = 24-.10-¢1/°C, a dla stali A,, = 12-10-%1/°C.

Odp. Zalézmy P = 0. Przetnijmy my$lowo walec i zalézmy, ze 'w newo powstalych przekrojach
dzialaja rozciagajace sity X, okre§lone z réwnania X, = —&; o/%1,1, gdzie

1,0 = —(Ag—As) Atl, ;1 = [IJ(EA)]+[I/[(EA)],
a | — dlugoé¢ walca. Stad »

_ (Aa— )AL (EA),
14 [(EA),/(EA),]

i dalej o, = X/4, = 53 MPa, 0,y = —-X,/A; = —24 MPa. Dodajac te wartoéci do otrzymanych
uprzednio naprezen $ciskajacych otrzymujemy ostatecznie o, = —115+53 = —62 MPa, 0, = —63 MPa.
3. Jak zmieniq si¢ wyniki zadania 6 art. 10.1, jesli zesp6t rur (rys. 10. 7) ogrzaé o At = §2 C" Feg =
= 12-10-°% 1/°C, A, = 17-10-° 1/°C,
Odp. Spowodowane temperatura ci$nienie rur na siebie p, = X,  okre§lamy z réwnania (10.1),
w ktérym

1

&K1 = (r:'r /E; 68) [1+(E/Ey) (63/6m)] » &i,0 = —(;'tm"‘lu) At re

oznaczajg s:czeling miedzy rurami wywolana przez p, = 1 MPa bad? przez zmiang¢ temperatury. Stad
X, = 1,25 MPa, a odpowiadajace ¢, = X, r,/6, ~ 19 MPa, ¢, &% — 31 MPa. Calkowite naprezenia
sa o, = 77 MPa, o, = —2 MPa (§ciskanie). ‘
4. Wszystkie prety ustroju (rys. 10.1), w ktérym E, = E, = 2-10° MPa, 4, = 4. =10 cm?,
I =1m, § = 30° ogrzano o At = 100°C. Wyznaczy¢ naprezenia termiczne, jesli 4, = 12,0-10-¢ 1/°C.
Odp. Wyraz wolny o, obliczamy tym razem z wzoru (10.13), w ktérym m." = 0, ¢’ = 0. Po-

(1) Szyne taka przed montazem spawa si¢ z odcinkow.
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i
niewaz sita n{” w precie i jest stala, zatem [ n'" du, = n{"u, = 2, At I, ¥, Biorac n{" z wzoréw (c)
art. 10,1 mamy

" ®1,0 = 2n; A At lfcos By+nz A At = A, Atl1g?f _
oraz o, , zwzoru (e) art, 10.1, W rezultacie X, ~ —45 kN, a naprezenia w pretach AD i ABsg o4 =
= 45 MPa, 0. = —26 MPa.

. 8, Na skutek niedokladnego wykonania miedzy podpora B a koﬂcem belki istnieje luz A (rys 10.61).
Wyznaczy¢ wykres ‘momentu gnacego, gdy obclazymy belke sﬂa P.

Rys. 10.61. Do zadania 5

Odp. Obierajac niewiadoma X, jak na rys. 10.19, otrzymujemy réwnanie kanoniczne o, 1X 1+
+o, o+4 =0, gdzie a;,5 i &y,0 53 jak’'w zadaniu 4 art. 10.3. Stad mamy

X, = Pa*(3l—a)  3EJ, 4 . .
23 B &

Wynik ten ma sens tylko wtedy, gdy X, > 0, czyli gdy luz 4 nie jest zbyt duéy. Wynik X; < 0 éwiad-
czy, 2e nawet przy dzialaniu sily P migdzy belka a podporg jest luz i w rzeczywistodci X, = 0. Dalszy
ciag zadania,_‘ jak juz wielokrotnie omawiano.

, 6. Na skutek niedoktadnego wykonania lozysko / belki ciaglej (rys. 10.24) jest przesunigte do gory
o 4 = 0,1 mm. Wyznaczy¢ v‘ykres M, po zmontowaniu belki. EJ, = 1,74-10°* Nm?,
Rozwigzanie. Po mySlowym podziale belki na przesia jak na rys. 10.23b, ¢ narysujmy jej obraz
z uwzglednieniem medoktadnoém wykonania (rys. 10.62). Wldaé 2e niedokladno$é ta powoduje na
podporach 1i 2 zalomy

O5,0+04,2 = (A/h)-l-(dll;) = 0,4-10"3 rad
0512""'0;(;3 = —A/IZ = _0,2 103 rad N 03 3+0A 4 = 0

A-({ 1",{"& 7 \ ugz'& ""'82"& . -
0 3 . 2 i 4

. | 7% ) . P } .- \
(=500 (=500 —=k= {3=500 —&——«-u-soo —&

0 - 1 - 3 ~45Nm 4

LLTeaa———
2 ‘LLHIHHHH

) ‘ rzebieg M,
5200 ~254Nm P 9 "

Rys. 10.62. Analiza bledu ustawienia ltoZzysk w belce ciaglej

ktérych znaki odpowiadaja umowie podanej na rys. 10.23. Podstawiajac te dane do réwnania trzech
momentéw (10.8) i dzielac przez jednakowa dla wszystkich przeset dtugoéé / = 0,5 m mamy:
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dla podpory 1: 4X,+ X;  +(6:1,74-105-04:10-%0,5) =0,
dla podpory 2: X, +4X,4+ X,+[6-1,74-10%-(—0,2)-10-3/0,5] = 0,
dla podpory 3: . X,+4X,+0 =0,

Stad wyznaczamy X; = —254 Nm, X, = 179 Nm, X; = —45 N m. Postgpujac teraz jak w zad. 1

art. 10.4 otrzymujemy wykres M,. Poréwnujac go z wykresem (rys. 10.24) widzimy, e momenty wy-

wolane obciagzeniem s3 tego rzedu co wynikajace z bledéw wykonania. Calkowity moment gnacy jest

suma tych skladnikéw i na przyklad w przekroju na podporze I jest —433 Nm.

7. Zmontowana w temperaturze to rame (rys. 10.35) ogrzano o A¢°C, Wyznaczyé momenty gnace
X, w punkcie C i X; w narozu B.

: Odp. Po wprowadzeniu myslowych przegubéw Bi C narysuimy obrazr ramy po ogrzaniu (rys. 10.63).

Widaé,. Ze kat prosty w narozu B zmieni si¢ o #,+%, = 2,54, At, a w punkcie C 0 8¢ = 0,54, At Te

wielko$ci sgq jednocze$nie wyrazami wolnymi *

Gio=—Bc=—05AkAt, o30==>0+8p =254 At

y ’r_
S .
r'=r(1+A:At)
rl
A 0 d B g’
1 B
Z
s 7
< g
™Y Ac
A L
Rys. 10.63. Do zadania 7 - Rys. 10.64. Do zadania 8

réwnan kanonicznych, przy czym o 0 < 0 gdyz #¢c ma zwrot przecnwny do momcntu X . Biorgc wy-
niki zadania 3 art. 10. 5 mamy

2X,+X2—GEJ, A At =0, X1+3X,+(15£‘J, A Ath =0,
skad X, = 24EJ, A, Atj5l, X, = —33EL, A, At/5l. *

8. Zmontowany w temperaturze to pierfcieft (rys 10.36) ogrzano o At °C, Wyznaczyé wysilek prze-
kroju C.

Odp. Po myslowym rozcieciu pierécienia w przekroju € narysujmy jego obraz po ogrzaniu (rys.
10.64). Konfrontujac ten obraz z obrazem sit X;, X, X3 na rys. 10.36 widzimy, Ze

‘®1,0 = —I }-g Ar ,' &X3,0 = —7r l‘ At ’ %30 = 0.
Wobec czego réwnania kanoniczne (zad. § art. 10.5) sa

(O +8)/41 X, r+ (1/2)X; r—[(3n+2)/21Xs—(EJ, A Atfr) =0,
'_ /D)X, r+@Gr/d) X, r— X3—(EJ, A Atjr) = 0,
—[(3r+2)/21 X, r— Xar+  QGr/2)X,+ 0 =0,

skad X, = X; % 0,699EJ, 4 At/r}, X5 ~ 0995EJ, AAtfr.
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' 10.9. Uwagi koficowe

Jedynym kryterium stosowanym dotychczas przy obiorze ustroju podstawowego bylo,
2eby ustroj ten nie byl przypadkiem mechanizmem, czyli zeby on, jako calo$é, lub jego
elementy nie mialy swobody ruchu jako ciata sztywne. Dla przykladu, w ustroju cztero-
krotnie statycznie niewyznaczalnym (rys. 10.65) kryterium to spelnione jest dla wariantow
wedtug rys. 10.65b 1 ¢. Nie jest ono natomiast spelnione dla wariantu wedtug rys. 10.65d,

. 9

BN i\\ﬁ

[
Xz |
. X, !
D\ D% ' D\:
I !
P P X PN
N E X o £ kj Xy = :E 4
6 c x| c] ¢ xxle H
- 3
7% ' X 7;/7 X #
4
7 18 Al % lt X1

7

T T
X4 . Xz

Rys. 10 65. Przyklady roznych ustrojéw podstawowych jednej i tej samej konstrukcji statycznie nie-
wyznaczalnej

albowiem ustrdj jako cato$¢ ma tu swobodg obrotu wzglgdem punktu H. Ponadto w swe;
czesci DGCED jest on przesztywniony, gdyz ciag ten ma tylko dwa przeguby, a nie trzy
(rys. 10.31), wobec czego taki ustréj podstawowy jest niedopuszczalny.

Powstaje pytanie, czy dla danej konstrukcji wszystkie prawidtowe ustroje podstawowe
sa réwnoprawne ? OdpowiedZ na to jest rézna zaleznie od celu analizy. Gdy celem jest
kontrola calkowicie okreslonego ustroju, odpowiedz jest twierdzaca. Inna natomiast jest
sytuacja, gdy celem jest ksztaltowanie, a w szczegolnosci taki dobor wymiaréw przekrojow,
~ ktéry daje racjonaine wykorzystanie materiaiu. W Lfstrojach bowiem statycznie niewyzna«
«czalnych wysitek przekroju zalezy nie tylko od obcnaZehna zewnetrznego, lecz i od sit X
okreslonych z réwnan kanonicznych, ktérych wspélczynniki z kolei zaleza od sztywnosci
elementéw. Zmiana wigc wymiaréw jednego elementu wplywa na wartosci naprgZen nie
tylko dlatego, Ze zmieniaja si¢ parametry geometryczne przekroju jak 4, W, W, itd., lecz
i dlatego, Zze zmienia si¢ wysitek przekroju. Z tego powodu zadania ksztattowania rozwig-
zujemy na ogol metoda kolejnych przyblizen. W pierwszym z nich dobdr przekrojéw
przeprowadzamy dla ustroju podstawowego, tj. statycznie wyznaczalnego. Okreslone stad
sztywnosci elementéw umozliwiaja obliczenie sit X oraz skorygowanego przez ni¢ wypadko-
wego wysitku przekrojéw, a nastgpnie wymiaréw przekrojéw dobranych z warunku na-
prezen dopuszczalnych. Okreslone dla tych skorygowanych sztywnosci nowe wartosci sit X
i nowe wartosci wysilku przekrojow stanowia drugie przybliZzenie umozliwiajace powtorng
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korekte wymiaréw itd. ‘Aby ten proces byl szybkozbiezny, istotne jest, aby korekty wnie-
sione przez statycznie niewyznaczalne sity X byly mate. Jest to mozliwe wtedy, gdy prze-
widywany obraz odksztalcen ustroju podstawowego zbliza si¢ do obrazu odksztalceri
rzeczywistej konstrukcji. Tak na przyklad obraz odksztaltcen stanu ,,0” belki ciaglej przy
podziale jej na Idwupodpoi:owe przgsta (rys. 10.23d) jest na pewno blizszy rzeczywistosci
niz obraz odksztatcert stanu ,,0” wedlug schematu z rys. 10.9. Z tego powodu schemat
pierwszy jest lepszy od drugiego.

Okreslenie stopnia statycznej niewyznaczalnosci i obior wielkosci X sa ,,koncepcyjnymi”
etapami rozw;azama dajacymi czesto ogromne ulatwienie zadania. W odrézaientu od nich
ostatni etap, 'tj. sformutowanie réwnan kanonicznych, sprowadza sie do jednolitego dla
wszystkich ustrojéw schematu i polega na zsumowaniu uogdlnionych przemieszczen w tym
samym punkcie i tym samym kierunku, Niepotrzebne jest przy tym wnikanie, czy zwroty
tych przemieszczen sa zgodne, czy nie, gdy2z odpowiedz na to daja od razu odpowiednie
wzory, jak (10.3), (10.5), (10.11) itd., do ktérych wielkosci podcatkowe (momenty gnace,
sity wzdluzne itd.) wstawiamy z jednakowymi lub przeciwnymi znakami‘"’ zaleznie od
tego, czy ich zwroty sa zgodne, czy nie.. '

Opis ogolnych wladciwosci ustrojow statycznie niewyznaczainych zaczniemy od zasady
minimum energii odksztalcenia. Wezmy dla przykladu belke ciagla z ujawnionymi w niej
sitami X,,... (rys. 10.9b). Sktadowe wysitku przekroju okreslonego wspolrzedng x,
tj. M,(x), T(x), sa wtedy funkcjami znanych sit P,, P, oraz nieznanych X, X, X. Te
sama whasciwo$é ma energia U odksetalcenia ustroju obliczona z wzoru (9.23), do ktdrego
wstawiamy znalezione poprzednio M, (P,, Py, X, X», X3, X), T(Py, ..., X, x} i calkujemy
wzgledem zmiennej x. W wyniku mamy wigc

U(PDPZ’XlsXZ’Xs)'

Jesli teraz obliczymy pochodne czastkowe 3U/3X 4, ..., 3U/2X 3, to zgodnie z twierdzeniem
Castigliana (9.24), sa one przemieszczeniami (ugieciami) a,, «,, a3, ktore w rzeczywistym
ustroju sa réwne zeru. Tak wigc otrzymujemy zaleZnosci

U _, 8U 3U
v 3%, 7 3%, 3X,

warunkujace ekstremum funkcji U. Dodatkowo mozna dowies, e to ekstremum oznacza
minimum. Podobne rezultaty (a) otrzymujemy dla dowolnego spreZystego i liniowego
ustroju statycznie niewyznaczalnego, skad wynika, Ze wartodci sit statycznie niewyzna-
czalnych redukuja do minimum energi¢ odksztalcenia ustroju i to wlasnie stanowi istotg
wspomnianej zasady. '

Rozwiniecie warunkéw (a) daje w wyniku liniowe réwnania wiqigce ze soba nieznane
sity X i znane sity P. R6whania te s3 identyczne z réwnaniami kanomcznyrm W takim
ujeciu zasade minimum energii wykorzystuje si¢ do rozwiazywania zadan statycznie
mewyznaczalnygh w porownamu z metoda sit sposéb ten zwlaszcza od strony fizycznej
jest mniej przejrzysty, a czgsto bardziej ktopotliwy rachunkowo i dlatego zostal pomini¢ty.

=0, (a)

(1) Osobna,- stanowiaca niestety zrodlo wielu bledoéw, jest kwestia okreslenia wysitku przekrojow,
tj. wykres6w M,, m,, ... dla ustrojéw statycznie wyznaczalnych.

20 Wytrzymato§¢ materialow
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Istotne s3 natomiast wyplywajace z tej zasady wnioski ogdlne. Obliczmy mianowicie dla
dowolnego ustrojusenergi¢ U, w stanie ,,0”, a wigc statycznie wyznaczalnym, i rzeczywista
energi¢ Us, tegoz ustroju, gdy dzialajg réwniez okreslone z réwnari kanonicznych sity X.
Z zasady minimum energii wynika, Zze Us, < U,. Jesli teraz wprowadzi¢ pojecie Srednich
~ w calej objetosci V ustroju naprezefl 6o'i Oun .

(O%IZE) V="U, i (afnle) V=Usq, . (b)

to z poprzedniej nieréwnodci wynika, 2e 0w < 0o, Czyli Ze wprowadzenie statycznej nie-
wyznaczalno$ci w ustroju zmniejsza Srednie naprezenia. Nie oznacza to jédnak redukcji
naprezen we wszystkich elementach ustroju.’”> Podobnie stosujac twierdzenie Clapeyrona
(9.21) mozna dowies¢, Ze wprowadzenie statyczne} mewyznaczalnoscz zmniejsza Srednie
odksztalcenia ustroju.

Poza wymienionymi dwiema zaletamii dodatkowq zaleta ustrojéw statycznie nie-
wyznaczalnych w porévwr “niu ze statycznie wyznaczalnymi jest’ zwigkszenie pewnosci
dzialania w sytuacjach awary_mych gdyZ zniszczenie jakiego$ wigzu powoduje w pierwszym
przypadku na ogot tvlko zmiane sposobu. pracy, w drugim natomiast zamienia ustrdj
na mechanizm i powoduje katastrofe calo$ci.

Zasadnicza wada ustrojéw statycznie niewyznaczalnych jest ich czulo$é na bledy
montazu lub zmiany temperatury (art. 10.8). Obydwa te czynniki maja na ogét charakter
losowy i nalezy liczyé si¢ z rozrzutem odpowiadajacych im naprezefi. Zwigkszenie zatem
precyzji wykonania badZ montazu jest niezbgdnym warunkiem stosowania takich ustrojow
w praktyce, ‘

\\

) Zadanie 10 art. 10.3.



